
第三章 静电场边
值问题的求解方法  

§3.1 唯一性定理 

§3.2 镜像法 

§3.3 解析函数法 

§3.4 分离变量法 

§3.5 格林函数法 

本章目录： 

场的分析方法回顾：直接积分法； 

      高斯定理（+迭加原理）。 

本章：在给定边界条件下求解泊松方程。 
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§3.1 唯一性定理  

设自由电荷分布在有限区域，介质线性各向同性分

区均匀。若 

① 给定求解域内的自由电荷体密度和介质交界处

的自由电荷面密度以及介质的介电常数； 

② 给定求解区域边界上电位的值或其法向导数值

（无限远处： ～r
-1） 

③ 在介质交界处满足： 
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则泊松方程的解唯一，最多相差一任意常数。如在

（部分）边界上给定电位值，则解唯一。 
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i 满足齐次方程和齐次边界条件。 

 标量格林第一定理： 
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§3.1 唯一性定理  

 0  0 



CC iiii    00
2

 

意义： 

  指出了解唯一的条件； 

  给求解方法提供了自由度（只需找到一个解 

     满足方程及边界条件即可）。 

电位连续，C与i无关。  

Cii  )2()1(   

若在边界某处给定电位值，则 C=0 

§3.1 唯一性定理  



   可判断静电场问题的解的正确性： 

例   图示平板电容器的电位，哪一个解答正确？ 

0
0

3

0
0

2

20
1

Ux
d

U
C

Ux
d

U
B

x
d

U
A







、

、

、

答案：（ C ） 

      唯一性定理为静电场问题

的多种解法(试探解、数值解、解

析解等）提供了思路及理论根据。        平板电容器
外加电源U0 



§3.2 镜像法  

一种尝试方法。 

数学基础： 唯一性定理。 

物理基础： 等效思想。利用反问题或逆问题 

                     答案的不唯一性。 

因果关系： 

例：等效电阻。 

求解区域外包括边界上的电荷分布对求解区
域内场的贡献： 

 例：点电荷，球对称分布电荷。 



§3.2 镜像法  

求解区域外包括边界上的电荷分布对求解区域

内场的贡献可用场在求解区域边界上行为来代

替或规定： 

例：泊松方程的形式解 
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例：边界条件，给定电位值或其法向导数值，

对方程的通解进行选择。“滤波器”！ 



§3.2 镜像法  

镜像法： 

 对求解区域内具有相同贡献或其产生的场与求
解区域内电荷分布产生的场迭加能满足边界条件
的求解区域外及边界上的电荷分布是不唯一的，
有无数种可能的分布。 

镜像法尝试从上述分布中寻找一种简单、便于
计算的分布，替代原始问题中的实际分布。 

上述做法是否可行？通过能否满足边界条件进
行检验！ 



§3.2 镜像法  
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一、点电荷对无限大接地 

        导体平面的镜像 
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§3.2 镜像法  



返回原问题，求感应电荷分布及总量： 
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这说明点电荷（设 q > 0）发出的电力线除一根

外全部终止在无限大导体平面上。电力线只能

在电荷存在的地方或无限远处发出或终止。 

§3.2 镜像法  



§3.2 镜像法  

注意事项： 

① 求解区域内不能做任何改变； 

② 镜像电荷分布必须位于求解区域之外或边界

上，即其产生的场在求解区域内必须满足拉普拉
斯方程； 

③ 镜像电荷分布不是唯一的； 

④ 解仅对求解区域x > 0有效，镜像电荷分布与
求解区域之外和边界上电荷的实际分布方式无关； 

⑤ 无限大接地导体前任意给定电荷分布所感应
的面电荷分布均可用镜像电荷代替。 



§3.2 镜像法  
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§3.2 镜像法  

【例】:电偶极子的镜像  

d p


p


p


d 

p


p


p


0

d p


p


p


接地平
面以上  



),(  r

r > a   

§3.2 镜像法  

二、点电荷对接地导体球面的镜像  
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§3.2 镜像法  






















2/122

2/122

0

00

)cos2(

)cos2(4

1

44








drdr

q

rddr

q

R

q

R

q

 

由 0
ar

      q
d

a
q

d

a
d  ,

2

 

    （舍弃： qqdd  , ） 
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add  ，数学上称 d 和 d 关于半径

为 a 的圆对称。 
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求原问题的感应电荷总量： 
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qqs  。这说明点电荷（设 q > 0）发出的电力线并不

全部终止在导体球表面，有一部分终止在无限远处。 

§3.2 镜像法  



§3.2 镜像法  

备注：若导体球改为导体球壳，结果仍然正确，
只是此时感应电荷量为球壳外表面的带电量。并
且，无论球壳内部电荷如何分布，结果不变。接
地对球壳内外在电性能上起了隔离作用。 

 家用电器为何从安全角度考虑应接地？ 

导体表面的边界条件： 

① 当电荷分布有限区域时，选 0


 ，给定导体的

电位值。 

或者 

② 给定导体的带电量（+导体等位）。 

此时不给定也不应给定导体的电位值。 
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【例】：孤立导体球，带 

 电量为Q，求电位分布。 

  1）先求解接地的情形 
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2）去掉接地装置，在导体表面或假

象边界上 r=a上均匀放置q  电荷。 
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§3.2 镜像法  
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【例】：导体球电位为 0 ，求电位分布。 



【例】：孤立导体球壳，带电量为
Q，球内有一点电荷q，其至球心的
距离为d，求球内外电位分布。  
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§3.2 镜像法  
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2）去掉接地装置，在导体外表面均匀放置q 

电荷，使得 
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§3.2 镜像法  

三、线电荷对无线长圆柱导体的镜像  
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 为电位零点的位置。 

平面场。 



§3.2 镜像法  
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原问题单位长度的感应电荷总量 sq ： 



§3.2 镜像法  

问题：解不唯一！ 

若在导体表面或假象圆柱面上均匀放置电荷

 或在圆柱中心放置镜像线电荷   ，则 
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仍是原问题的解。 

问题的根源：本题已给定的边界
条件不足以使解唯一！ 

若给定导体单位长度总带电量 Q 。则 

   QqQqQ ss ,  

解唯一！ 



四、点电荷对无限大介质交界平面的镜像  

§3.2 镜像法  

1

q 

-d 

2

x O 

等效思想： 

分区等效： 

),(  x ，轴对称。 



O x -d 

q 
R 

P 1

qR

d 

1

O x -d 

P 
2

q 
R 

2

x < 0 

12    

q等效面极化电荷的作用 

R

q

R

q






11

1
44 

  

2/122
])[(  dxR  

2/122
])[(  dxR  

x > 0 
qq  ,21   

R

q






2

2
4

  

2/122
])[(  dxR  

§3.2 镜像法  



§3.2 镜像法  

由 x=0 时， 21   ，
xx 






 2
2

1
1





 ，

得 

qq
21

21








 ，

21

22








q
q  

五、电容的计算  

【例】：同轴线，二同心导体球壳。 

点电荷   位于不同介质平面上方的场图 q



【例】：平行双导线单位长度的电容 
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              RR / 为常数。 
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§3.2 镜像法  

只须使 2
add  即可 



当 2
add  时 OPd  和 dOP 相似 

d

a
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d

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 且夹角相等 

R
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d

a
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

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a
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Q

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确定 d： 
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)( adDd   
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4
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aDD
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
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a
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  镜像法是等效问题的反问题，其理论基础是静电场

唯一性定理； 

  镜像法的实质是用虚设的镜像电荷替代未知（或已

知）区域外以及边界上的电荷分布，使计算场域为无限

大均匀介质； 

  镜像法的关键是确定镜像电荷的个数，大小及位置； 

    应用镜像法解题时，注意：镜像电荷只能放在待求

场域以外的区域。叠加时，要注意场的适用区域。 

镜像法小结 



§3.3 解析函数法  

复位函数法 

保角变换法 

某点 0z 可微：
z

zfzzf

z 





)()(
Lim 00

0
存在 

某点 0z 解析：在 0z 点及其某个邻域可微。 

解析函数法  

解平面场/柱形场问题  

平面场： 点电荷 → 线电荷 

  曲线    → 曲面 

  面积     → 体积 



§3.3 解析函数法  

f(z)=u(x, y)+iv(x, y)在某区域 D（开域）解析 

     在 D内满足 C-R方程：




























x

v

y

u

y

v

x

u

 

)(zf  的几何意义： 

w=f(z)=u+iv —— Z平面到 W平面的变换 

0
( ) Lim

z

w
f z

z 


 

 ，设 0)( 0  zf  



§3.3 解析函数法  

z

w
zf

z 




 0
0 Lim)(  —— 线元 Δz的放大系数 

)arg(argLim)(arg
0

0 zwzf
z




  

—— 线元 Δz的幅角变化 

放大系数及幅角变化均与 Δz的取向无关。若   0z 点

有二个线元，则其夹角变化前后不变。称 )(zf 在   0z

点具有保角性。 

单叶函数：在区域 D内 w=f(z)解析，作为变换 

 （ WZ  ）一一对应。 

若 f(z)在区域 D内单叶     对任意 0)(,  zfDz  



§3.3 解析函数法  

保角变换：区域D内单叶函数确定的变换。 

复变函数中区域D是一个开集，不包括边

界点。因此，保角变换的保角仅指区域内
部，不包括边界点。 

例：Schwarz–Christoffel变换 

一、复位函数法  

解拉普拉斯方程 



§3.3 解析函数法  

若f(z)解析 

0
2

2

2

2











y

u

x

u
 

0
2

2

2

2











y

v

x

v
 

u、v称为
调和函数。  

复位函数法的基本思想：直接将某解析函数
f(z)的实部或虚部作为满足拉普拉斯方程的某

静电问题的解，但同时必须使其满足静电问
题的边界条件。 

此f(z)称为此静电问题的复位函数。 



      变换w=f(z) 

 (Z)     (W) 

 

   反变换z=f-1(w)   求解 

§3.3 解析函数法  

二、保角变换法  

解泊松方程包括拉普拉斯方程。 

基本思想：用保角变换将复杂区域变为简单
区域，在变换后的W平面上求解。由于保角
变换为区域内的一一对应变换，W平面完成
求解后再变回到Z平面。 



§3.3 解析函数法  
22 2

( , ) ( , )
( )

x y u v
f z   

 

(Z)  C-R   (W) 

(Z)：  /
2   

(W)： 
22

)(/,/ zf     

变换后： 

1）总电量不变： 

  
  QdudvdxdyQ

SS

*  

  (Z)   (Z)     (W)   (W) 

2）电容不变 

若仅求电容，不必变回 Z平面计算。 



§3.3 解析函数法  

若干初等函数的变换性质：  

iyxz  ， iyx
ew

 ， 








yw

ew
x

arg
 

① 指数函数 z
ew   

单叶性区域： 212  yy 。 

x 

1y

y 
Z平面 

1x 2x

2y

W平面 

1y
2y

1x
e

2x
e

v 

u 



§3.3 解析函数法  

x 

y 

2/d

d

0

0

u 

v 
2/i

e

00

【例】：求电位分布 
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§3.3 解析函数法  




1z

y 

2z

x 

Z平面 

u 



v 
W 平面 

1zn 2zn



② 对数函数 Lnzw   

...,2,1,0,2arg  kikziznLnzw   

主值： ziznnzw arg   

单叶性区域：  2 。 



§3.3 解析函数法  
Z 平面 

x 

y 

2z
1z

2
1

W 平面 



1z


2z

2

1

u 

v 

③ 幂函数 
zw  （为实数） 

定义： Lnz
ew
  

（规定 z=0时，w=0） 

主值：
ziznnz

eew
arg 




 


zw  ， zw argarg   

n ，  为整数次方幂函数
n

zw  。 

n/1 ，为根式函数 n zw  。 

单叶性区域： 
 2)(, 1212  。 



§3.3 解析函数法  
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0
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【例】：求电位分布 
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§3.4 分离变量法  

方程、边界条件齐次或非齐次： 

“某一方向齐次”：  该方向所有边界条件均齐
次。 

“某一方向非齐次”： 该方向至少有一边界条件 

           非齐次 
分离变量法要点： 

① 能直接求解的问题： 

  齐次方程 

  边界条件仅在一个方向非齐次 
（I）  



§3.4 分离变量法  

分离变量  
齐次方向求特征值和特征解 

（利用齐次边界条件） 

通解 

求解步骤： 

使通解满足非齐
次方向边界条件 

解 



§3.4 分离变量法  

齐次方程 

一般非齐次边界条件 

 ② 
（II） 

（A）一般非齐次边界条件分解为若干个仅

在一个方向非齐次的边界条件。 

43

2

1

0

2

1

43

0

0

0

例：  

（B）寻找齐次方程特解  0 ，令   0 ，

则 0
2   ，并使得  的边界条件满足

仅在一个方向非齐次。 

根据迭加原理分解，将问题（II）转化为问题（I） 



§3.4 分离变量法  

非齐次方程 

一般非齐次边界条件 
 ③  （ III ） 

（A）寻找非齐次方程特解 0 ，令   0 ，

则 0
2   。 

（B）分区： 

适合于点、线、面电荷分布 

例：点电荷 

根据迭加原理分解，将问题（III）转化为问题（II） 



§3.4 分离变量法  

一、直角坐标系中的分离变量法  

0
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§3.4 分离变量法  

函数的选取：  

 

x方向齐次： 
2

xx kC  ≤0 

振荡型函数 

x方向非齐次： 
2

xx kC  ≥0 

衰减型函数 





)cos(

)sin(

xk

xk

x

x
 

0xk ，




1

x
 

0xk ，




)ch(

)sh(

xk

xk

x

x
 

若 b ， 

且 φ有限： 

 
xk xe


 

若 a ， 

且 φ有限： 

 
xkxe  

 

xC
X

X



x b a 



§3.4 分离变量法  

【例】：求电位分布 
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由三角函数的正交性，得 

b
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n

V
An 

 sh

4 0 , n=1, 3, 5, … 

2

b b
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y

0
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§3.4 分离变量法  

n=1 

n=3 

【pp. 84-86，例3-5】 



双曲函数 



二、圆柱坐标系中的分离变量法  

§3.4 分离变量法  
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令 CGG  / ， zCZZ  /  

0)(
2 
















 zCC

R
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

 20 

)2()(  

设θ方向齐次  

§3.4 分离变量法  

取振荡型函数 

0
2  C  











cos

sin
)(G  

特别，若 θ方向没有边界，则 

ν =n=0, 1, 2, 3, ... 

0)(
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
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 p. 86 



§3.4 分离变量法  

00 



zC，

z


 

z 方向齐次，ρ方向非齐次。 

由方程(II)得 

0
22  RvRR   —— 欧拉方程 




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
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1
)(,0 ；



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




 )(,0 R  

1、平面场：  



§3.4 分离变量法  

2、z方向非齐次，ρ方向齐次：  

  衰减型      振荡型 

0
2  zz kC  
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 —— Bessel 方程 
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




函数第二类—

函数第一类—
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3、z方向齐次，ρ方向非齐次：  

  振荡型    衰减型  

0
2  zz kC  






zk

zk
zZ

z

z

cos

sin
)(  

2

zz kC  代入方程(II)，令 zkx  ，得 

0)(
22 








x

x

R
x

xR

x
  

0)1(
1

2

2

 R
x

R
x

R


 — 变型 Bessel 方程 
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




函数第二类变型—

函数第一类变型—

Bessel)(

Bessel)(


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
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假定θ方向齐次 

条件 ρ方向 θ方向 z 方向 

平面场， 

z 方向均匀 
γ = 0时， 

1
lnρ

  

γ ≠ 0时， 
ργ

ρ−γ
  

 

 
sin γθ
cos γθ

  

 

θ方向为圆周（即

无边界）时 

γ = n = 0,1,2,3, .. 

 

ρ方向齐次 

z 方向非齐次  
Jγ kzρ 

Nγ kzρ 
  

kz = 0时， 
1
z
  

kz ≠ 0时， 
sinh kz
cosh kz

  

ρ方向非齐次 

z 方向齐次  
Iγ kzρ 

Kγ kzρ 
  

 
sin kzZ
cos kzZ
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0

a 

b 0

)( f
z 【pp. 89-90，例3-6】：求圆柱内的电位。 

θ方向齐次且解圆对称    ν=0 








),0()(

)(

0

0

有限舍弃 



z

z

kN

kJ
R  

ρ方向求特征值和特征解： 

0
a

     0)(0 akJ z  

记 n0 为零阶 Bessel 函数的第 n 个根，则 

ak nzn /0   （ 0znk ） 

z 方向， 0zk ，有 








)0,0(ch

sh
)(

zzk

zk
zZ

z

z

舍弃
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 





1

0 )(sh
n

znznn kJzkA   

)( f
bz



     






1

0 )(sh)(
n

znznn kJbkAf   

两边同乘 )(0  zmkJ ，从 0到 a积分， 

并利用 Bessel函数的正交性： 

mnzm

a

znzm akJ
a

dkJkJ  )(
2

)()(
2

1
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0
00     (3-108) 
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2
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)(sh

2
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【pp. 90-91，例3-7】：求此平面场的电位分布。  

θ方向求特征值和特征解： 
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§3.4 分离变量法  
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特别，若 0a ，则 
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


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














 cos~
1 1




E  

边缘处场的奇异性：指电场或磁
场在导体或介质边缘处的奇异性。  

边缘条件：边缘任一有限邻
域电磁场的储能为有限值。  

说明：①②③ 

      避雷针原理 
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【pp. 91-92，例3-8】：求此平面场的电位分布。  
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






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bQ ：单位长度极化电荷总量 

可证： 0bQ  










...,2,1,0,cos
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轴对称解关于
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(1)区： 
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(2)区： 

00)(,0 D
a

nCRn 


   

n

n

n

n
a

D
a
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   (1)区和(2)区交界处： 

      


















 21

21 , r  

   选电位零点： 

      0,0    
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三、球坐标系中的分离变量法  

§3.4 分离变量法  

0
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0
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
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d

dH

d

d
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d

R
 

设 0≤φ≤2π、0≤θ≤π且 φ和 θ方向均无边界 

φ和 θ方向均为振荡型解，r 方向为衰减型解。 
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令 0
2 
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G
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 n(n+1)          -n(n+1) 

 
0)1(2

2  RnnRrRr  

   ——  欧拉型方程 


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令
dx

d

d

d
x 


 sin,cos   

0
1

)1(2)1(
2

2

2

2
2 










 H
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m
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dx

dH
x
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Hd
x  

             —— 连带 Legendre方程 

1、轴对称问题： 

0





，m=0 

0)1(2)1(
2

2
2  Hnn

dx

dH
x

dx

Hd
x  (Legendre方程) 

自然边界条件： 1,0  x或 ，H有限 
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当 n 取非整数时，Legendre 方程在 11  x 区间不

存在有界解。仅当 n 取整数时存在有界解，且二个

基本解中仅一个有界。 

     ...,2,1,0),(cos)(~  nPxPH nn   

            Legendre 多项式 
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dx
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正交性： 
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2、一般情况： m=0, 1, 2, …  

自然边界条件      n=0, 1, 2, … 

)(~ xPH
m

n     （第一类）连带 Legendre函数 

)()1()( 22
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dx

d
xxP nm
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假定：θ，φ方向无边界 

r 方向 θ方向 φ方向 

rn  

r−n−1 

m = 0时， Pn(cosθ) sinmφ 

cosmφ 

m = 0,1,2, … 
m ≠ 0时， Pn

m(cosθ) 

 



【pp. 94-96，例3-8】：求电位分布。 

应给定导体表面总电量 Qf！ 
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 p. 95 
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由 0,  ar 得 
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Q ff 
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
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讨论： 

Qf=0，p. 96，图 3-21 

电偶极子的电位： 3
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 此题亦可用镜像法求解。  
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均匀场可用二个无限大均匀平板电荷分布的场模拟。 
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dS
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a
dq s  

总电量为零，单极项为零。 

只需计算电偶极矩。高阶 

极矩当平板移向无限远时可忽略。 
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 。此时感应电荷总量为零。再在球面均

匀放置 Qf即可。 
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分离变量法小结  



§3.5 格林函数法  

一、基本思想及定义  

基本思想： 

先求点（线）电荷在齐次边界条件下的电
位，然后再求任意电荷分布、任意非齐次
边界条件下的电位。 

定义：


 

上）齐次边界条件（S

VrrrrG


,),(
2 

 

      称 )( rrG 

， 为格林函数 

物理意义： 

／G 代表单位点（线）电荷在给定

齐次边界条件下产生的电位。 



例：无限大空间，没有介质 
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例：半无限大空间，没有介质 
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例：pp. 104-105  
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  则称 G=G1为第一类边值问题的格林函数。 
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  则称 G=G2为第二类边值问题的格林函数。 
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  则称 G=G3为第三类边值问题的格林函数。 



任意电荷分布，任意非齐次边界条件。 

第二标量格林定理： 
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    即互易性（无介质或介质线性各向同性） 

二、格林函数法解边值问题  

物理意义： 



§3.5 格林函数法  
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§3.5 格林函数法  

三、格林函数法的求解方法  

 镜像法 

 保角变换法+镜像法 

 分离变量法 

例：   求 G=G1。 
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§3.5 格林函数法  

【pp. 105-106，例3-12】：求G1。  
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分为二个区，在每个区均满 

足 Laplace方程，可分离变量。 

x方向齐次，y 方向非齐次。 
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§3.5 格林函数法  
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§3.5 格林函数法  
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另一种分区方法。y方向
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§3.5 格林函数法  
例：已知 G1，求电位分布。 
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本章总结  

 总结 

 电磁场分析方法简要评述  

按求解方式及所得结果的形式划分： 

   




数值方法

解析方法
电磁场分析方法  

解析方法优点： 

 物理概念比较清晰，比较容易建立物理图像; 

 因所得结果为数学表达式，可求物理量在任 

    意点的值，容易研究其变化规律。 

解析方法缺点： 

 能解决的实际问题较少； 

 需要的数学知识相对较多。 



本章总结  

数值方法 

计算电磁学(Computational Electromagnetics, CEM) 

微分方程类，积分方程类。 

优点： 

 能解决大量的实际问题； 

 需要的数学知识相对较少。 

缺点： 

 物理概念、图像相对来说不那么清晰； 

 不容易研究物理量的变化规律，特别是几何、 

    物理参数较多时，物理量的值也需反复计算。 



本章总结  

解析方法与数值方法的关系 

计算电磁学(CEM)发展历史与现状 

全波数值方法 

高频方法 


